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61. Построение репера. Аффинные центры первого 
и второго рода
В работе [1] построен канонический репер не
голономной поверхности. Следующим этапом бу
дет изучение линейчатых неголономных геометри
ческих образов. Совокупность всех прямых трёх
мерного пространства зависит от четырёх параме
тров t 0, t1, t 2, t 3. Линейчатый комплекс, т.е. трёхпа
раметрическое семейство прямых в эквиаффинном
трёхмерном пространстве А3, можно задать [2] од
ним вполне интегрируемым уравнением Пфаффа
относительно этих параметров
f α(t0,t1,t2,t3)dtα=0,     α=0,1,2,3. (1)
Неголономный комплекс можно определить
как совокупность интегральных регулюсов (линей
чатых поверхностей, рассматриваемых как 1се
мейства прямых [3]), одного не вполне интегриру
емого уравнения Пфаффа. Впервые понятие него
лономного комплекса было введено Н.И. Кован
цовым в [4].
Деривационные формулы репера {A,e1,e2,e3} за
пишем в виде
dA=Ωiei,  dei=Ω jiej,   i, j=1,2,3,
Ω11+Ω22+Ω33=0,
где формы Пфаффа Ωi≡Ωi0, Ω ji удовлетворяют ура
внениям структуры аффинного пространства
DΩ iα=Ω jα∧Ω ij,  α=0,1,2,3   (2)
и, согласно общей теории подвижного репера [3],
Ω iα=π iα+ωiα,
где
π iα=h iσα (t,τ)dτρ,  ωiα=H iσα (t,τ)dτσ,
ρ=1,2,…,12;  σ=0,1,2,3.
Параметры t и формы ω будем называть основ
ными (в литературе можно встретить синонимы:
главные, первичные), параметры τ и формы π –
слоевыми (их часто называют вторичными или
групповыми). За параметры τ можно принять ко
ординаты векторов A, ei репера относительно непо
движной системы координат.
Включив элемент (прямую) в репер, т.е. поло
жив, что прямая r=A+λe3 есть элемент комплекса,
будем иметь
Ω1=ω1, Ω2=ω2, Ω13=ω13, Ω23=ω23,
т.е. π1=π2=π13=π23=0. Ур. (1) можно записать в виде:
α1ω1+α2ω2+α3ω13+α4ω23=0, (3)
где αp=αp(t,τ), p=1,2,3,4. При α1=α2=0 получается
комплекс, содержащий бицилиндрическую голо
номную конгруэнцию [3]. Его называют цилиндри
ческим и исключают из рассмотрения. Тогда (3)
можно переписать в виде
ω2=σω1+γω13+λω23. (4)
На луче неголономного комплекса можно вве
сти главную корреляцию точно так же, как и в слу
чае голономного комплекса: точка <=> касатель
ная плоскость торса, являющегося интегральным
для (4) и имеющего эту точку фокусом. Получим
A+te3 <=> {–(t+λ)e1+(γ–σt)e2, e3}.
Главная корреляция выродится, если
σλ+γ=0.
В этом случае неголономный комплекс называ
ется специальным [2]. Такие комплексы также ис
ключаются из рассмотрения.
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где θ 1=ω1, θ 2=ω2, θ 3=ω13, θ 4=ω23, l=1,…,4. Из (5)
найдём зависимость σ, γ, λ от слоевых (вторичных)
параметров. Эта стандартная процедура описана в




которые позволяют провести следующую простей




Теперь главная корреляция примет простейший
вид
A+te3 <=> {te1–e2,e3},




Здесь A∞ – несобственная точка луча. Начало
репера A ещё не фиксировано. Уравнение комплек
са (4) принимает вид
ω2=ω13, (6)
а формулы (5) можно переписать в виде
ω21=Aω1+Bω13+Cω23+ξθ,
2ω11=Eω1+Fω13+Gω23+ηθ, (7)ω3+ω12=Hω1+Kω13+Pω23+ζθ,
где для удобства положено θ≡ω2–ω13 (тогда при θ=0
получаем значения левых частей вдоль регулюсов
нашего неголономного комплекса).
Простейшим однопараметрическим подмного
образием комплекса является цилиндр. Он имеет
уравнения ω13=ω23=0 уже после включения элемента
в репер. Поэтому его касательную плоскость мож
но определить, пользуясь исходным уравнением
комплекса (4). Бивектор этой плоскости имеет вид
откуда сразу видно, что фиксация формы π 21 приве
ла к совмещению плоскости {A, e1, e3} репера с каса
тельной плоскостью цилиндра.
Следующим по значению в аффинной теории
комплекса является другое однопараметрическое
подмногообразие – основной цилиндроид, т.е. регу
люс, состоящий из прямых, параллельных каса
тельной плоскости цилиндра. Это подмногообра
зие впервые рассмотрено в [5, 6] с целью постро
ения канонического репера комплекса (см. также
[2. С. 236]). Его дифференциальные уравнения по
лучаются из условий (e3,de3,d 2e3)=0, {e3,de3}||{e1,e3}
и могут быть записаны в виде
ω23=0, ω21≡Аω1+Вω13=0.
Точка прикосновения основного цилиндроида,
т.е. точка r=A+te3, в которой касательная плоскость
торса, имеющего эту точку фокусом, совпадает с
касательной плоскостью основного цилиндроида в
этой же точке, имеет радиусвектор
(8)
и называется аффинным центром первого рода.
Инфлекционный центр определяется как точка
F=A+te3 луча, через которую проходит торс, выро
дившийся в плоскость, и имеющий точку F особой
точкой плоского ребра возврата. Торсы, имеющие
фокусом точку F, можно задать так:
Из условия (e3,de3,d2e3)=0, означающего обраще
ние торса в плоскость, и условия особенности точ
ки F, т.е. d2F=0, находим уравнение для определе
ния координат ti инфлекционных центров Ji=A+tie3
относительно нашего репера:
At4–(B–E)t3+(C–H–F)t2+(G+K)t–P=0.         (9)
Их центр симметрии называется аффинным
центром второго рода и имеет радиусвектор
(10)
Мы обнаружили первое «расщепление».
Зависимость коэффициентов A,…,P от слоевых
параметров находится обычным путём:
δA=Aπ 33, δB=–δE=2Aπ12,
δC=–Cπ 33+Bπ 12+π 31, δG=–2Gπ 33–(2C–F)π12,
δH=–Hπ 33+Eπ12–π31, δK=–2Kπ 33+(2H+F)π12,  (11)
δF=–Fπ 32+2(E–B)π12+2π31, δP=–3Pπ 33+(G+K)π12.
Из этих формул следует, что А есть относитель
ный инвариант. Обращение его в нуль влечёт пре
вращение одного из инфлекционных и обоих аф
финных центров в несобственную точку луча. Этот
случай мы будем исключать из рассмотрения, по
ложив А≠0.
Далее рассмотрим величины
L≡C+H, M≡K–G, N≡B+E. (12)
Из (11) следует, что 
δL=Nπ12–Lπ 33, δM=–2Mπ 33+2Lπ12, δN=0.      (13)
Поэтому совокупность величин L, M, N образу
ет тензор, который называется тензором неголоном
ности, так как условие L=M=N=0 является необхо
димым и достаточным условием вполне интегриру
емости уравнения ω2–ω13=0, то есть условием голо
номности комплекса.
Величина N=B+E является инвариантом. Обра
щение её в нуль характеризует совпадение аффин
ных центров первого и второго рода, как это сразу
следует из (8) и (10).
Что касается тензора неголономности, то, запи
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и учтя, что для инвариантности (относительно за
мены слоевых параметров) точки r=A+te3 необхо
димо, чтобы имело место δt=–tπ 33, получим, что в
силу (13) инвариантным будет и уравнение
hijtit j=0,
где t1:t2=t. Определяемые этим уравнением точки
известны под названием «точек неголономности»
(см. о них [7–9]).
Канонизации репера по формулам (11) можно
производить различными способами. Мы прове
дём прежде всего фиксацию
P=0, π 12=0, G+K≠0, (14)
которая помещает начало репера в инфлекцион
ный центр (не кратный в силу G+K≠0), как это сра
зу видно из (9).
Теперь для фиксации π 31 можно взять любую
комбинацию δC, δH, δF, кроме δ(C–H–F)≡0, так
как C–H–F, как и все коэффициенты ур. (9), стали
инвариантами. Мы проведём фиксацию
H+F=0, π 31=0, (15)
при которой не накладывается никаких ограниче
ний в виде неравенств и упрощается уравнение ин
флекционных центров. Оно принимает вид
At4–(B–F)t3+Ct2+(G+K)t=0. (16)
Нормировку вектора e3, т.е. фиксацию формыπ 33, можно проводить по разному. В частности,
можно потребовать, чтобы точка A+e3 стала ин
флекционным центром (тем самым предполагается
наличие минимум двух различных действительных
инфлекционных центров), то есть потребовать,
чтобы ур. (16) удовлетворялось при t=1. Эта фикса
ция имеет вид
A–(B–E)+C+G+K=0, π 33=0, A–C–2(G+K)≠0.   (17)
Теперь все коэффициенты A,B,C,E,F=–H,G,K
стали инвариантами.
Оставшуюся вторичную форму π 32 можно за
фиксировать лишь на следующем этапе канониза
ции репера. Это приведёт к аннулированию како
гонибудь из коэффициентов формул
ω33=qαω~ α, ω12=pαω~ α, ω31=rαω~ α, ω32=sαω~ α,
где
ω~ 1=ω1, ω~ 2=ω13, ω~ 3=ω23, ω~ 4=θ, α=1,2,3,4.
Основная система внешних дифференциаль
ных уравнений принимает вид
ΔA∧ω1+ΔB∧ω13+ΔC∧ω23+Δξ∧θ=0,
ΔE∧ω1+ΔF∧ω13+ΔG∧ω23+Δη∧θ=0,         (18)
ΔH∧ω1+ΔK∧ω13+Δζ∧θ=0,
Δqα∧ω~ α=Δpα∧ω~ α=Δrα∧ω~ α=Δsα∧ω~ α=0.      (19)
Мы не будем выписывать точные значения вы
ражений ΔA,…,Δsα, так как и без этого легко устана
вливается стандартность системы (18, 19). В силу
(15) и (17) можно считать ΔA и ΔF линейнозависи
мыми от остальных векторов ΔB,…,Δζ системы (18).
Поэтому уравнения (18) образуют стандартную
подсистему, не влияющую на старший характер
всей системы. В четырёх уравнениях системы (19)
за счёт последней фиксации (форма π23) снизится на
единицу старший характер системы, т.е. s4=3.
Таким образом, после проведения последней
фиксации, система (18, 19) будет иметь решение,
зависящее от трёх функций четырёх аргументов.
Это соответствует трём функциям, фигурирующим
в ур. (4) и определяющим произвол задания него
лономного линейчатого комплекса в трёхмерном
пространстве.
Что касается геометрического значения инвари
антов, а также фиксации (15), то для части из них
оно очевидно из предыдущего, для других может
быть найдено при исследовании других ассоци
ирующихся с неголономным комплексом геоме
трических образов. В частности, ξ, η и ζ являются
инвариантами регулюсов, сопряжённых (в соответ
ствии с теорией И.А. Печникова [10]) с рассматри
ваемым неголономным комплексом. Такой регулюс
геометрически характеризуется тем, что все точки
его произвольного луча являются точками прикос
новения, т.е. касательные плоскости во всех точках
X луча регулюса совпадают с плоскостями, соответ
ствующими X в главной корреляции комплекса.
2. Неголономные конгруэнции 
W первого и второго рода
Неголономную конгруэнцию в линейчатом
комплексе определяет одно не вполне интегриру
емое уравнение Пфаффа относительно трёх основ
ных параметров комплекса. Теория неголономных
конгруэнций W в голономном комплексе, подроб
но изложена в [11] (о голономных конгруэнциях W
в голономном комплексе см. [12]). Неголономная
конгруэнция W, принадлежащая голономному
комплексу, имеет два характеристических свой
ства: 1) асимптотические линии в фокальных си
стемах соответствуют, 2) фокусы являются инфлек
ционными центрами комплекса. В неголономном
комплексе происходит расщепление: двум указан
ным свойствам соответствуют два различных клас
са неголономных конгруэнций. Соответствие
асимптотических определяет неголономные кон
груэнции W первого рода. Совпадение фокусов с ин
флекционными центрами – неголономные конгруэн
ции W второго рода.
Покажем, что в неголономном комплексе суще
ствует бесконечное множество конгруэнций W
первого рода (содержащих фиксированный луч). 
Цилиндрическую неголономную конгруэнцию
(один из её торсов – цилиндр), принадлежащую
неголономному комплексу (6), можно задать ура
внением
ω≡ω1–αω13–βω23=0. (20)
Если Fi=A+tie3 (i=1,2) – фокусы цилиндриче
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Для асимптотических линий фокальной систе
мы Fi получаются уравнения
(ω13+tiω23)[–dtj+tj2ω21–tj(ω33–2ω11)+ω12–ω3]+
+(ω13+tjω23)(dti+tiω33+ω3)=0,    j=1,2, j≠i.
Положим
Δti≡dti+tiω33+ω3|θ=ω=0=aiω13+biω23. (22)
Тогда уравнения асимптотических линий мож









C1=–Bβ,  C2=Hβ,  C3=(F+G)β.
Теперь уравнения
(25)
определяющие неголономные конгруэнции W пер
вого рода в виде (20), существенно содержат в силу
(22–24) частные производные функций t1 и t2 (а
значит и α, β) по основным параметрам. Это и до
казывает существование бесконечного множества
этих неголономных конгруэнций. 
Различных неголономных конгруэнций W вто
рого рода имеется не более шести. В самом деле,
если все четыре инфлекционных центра на луче не
голономного комплекса различны, то они образу
ют шесть различных пар. Каждая из этих пар опре
деляет неголономную конгруэнцию W второго ро
да. Уже отсюда следует различие двух классов него
лономных конгруэнций W.
Если один из фокусов неголономной конгруэн
ции второго рода совпадает с инфлекционным
центром, являющимся началом репера, то t1=0,
t2=–α, β=0. Эта неголономная конгруэнция имеет
уравнение ω1=αω13, где α удовлетворяет ур. (16), т.е
Aα3+(E–B)α2+Cα–(G+K)=0. (26)
Если второй фокус совпадает с инфлекцион
ным центром r=A+e3, то (26) становится тожде
ством в силу (16), а уравнение конгруэнции примет
вид ω1=–ω13, то есть t1=0, t2=1. Непосредственная
подстановка этих значений в (22–24) даёт
X13+X23=0, X12+X22=– (L+M), X11+X21=–(L+M),  (27)
при вычислении учитываются фиксации (15) и (17).
Таким образом, неголономная конгруэнция W
второго рода ω1=–ω13 является неголономной кон
груэнцией первого рода только в комплексе
L+M=0. (28)
Следовательно, класс неголономных конгруэн
ции W второго рода не является частью класса не
голономных конгруэнций первого рода.
Замечание. В некоторых работах, например, в
[13], нумерация родов неголономных конгруэнций
изменена.
3. Главные регулюсы первого и второго рода
Ещё одно «расщепление» обнаруживается при
рассмотрении понятия, аналогичного понятию глав
ного регулюса в голономном комплексе [2. С. 31;
14. С. 209]. Возможны два определения, соответ
ствующие двум характеристическим свойствам глав
ного регулюса в голономном комплексе. В неголо
номном случае они приводят к разным регулюсам.
Главным регулюсом первого рода называется та
кой регулюс в неголономном комплексе, у которо
го линии прикосновения совпадают с асимптоти
ческими линиями.
Точки прикосновения P=A+ϕe3 на луче для ре
гулюса ω1:ω13:ω23 определяются так же, как и в голо
номном случае – совпадением касательной пло
скости {e3,(ω1+ϕω13)e1+(ω2+ϕω23)e2} к регулюсу в
точке P и касательной плоскости торса, имеющего
точку P фокусом. Последняя определяется бивек
тором {e3, ϕe1–e2}. В силу (6) линии прикосновения
определяются уравнением
ϕ 2ω23+2ϕω13+ω1=0.
Находя уравнение асимптотических линий на
том же регулюсе и упрощая это уравнение, получаем
ϕ 2ω21+2ϕω11–(ω3+ω12)=0.





Главные регулюсы первого рода получаются от
сюда при значениях λ, удовлетворяющих характе
ристическому уравнению
Главным регулюсом второго рода называется не
являющийся торсом регулюс, принадлежащий
двум различным неголономным конгруэнциям W
второго рода, т.е. являющийся их «пересечением»
(на диаграмме Циндлера этот регулюс будет точкой
пересечения двух прямых, соответствующих ука
занным неголономным конгруэнциям).
Так как две неголономные конгруэнции W вто
рого рода, имеющие общий фокус, «пересекаются»
по торсу, то главные регулюсы второго рода полу
чаются при пересечении таких неголономных кон
груэнций второго рода, которые не имеют общих
фокусов. Следовательно, число главных регулюсов
второго рода равно трём (если, конечно, нет крат
ных инфлекционных центров).
Найдём один из главных регулюсов второго ро
да. В силу фиксаций (14) и (17) два инфлекцион
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ных центра суть r=A и r=A+e3. Неголономная кон
груэнция второго рода (обозначим её W12), имею
щая эти точки фокусами, задаётся уравнением 
ω1+ω13=0.
Другая неголономная конгруэнция W второго ро
да (обозначим её W34) имеет фокусами два других ин
флекционных центра, которые являются корнями
уравнения, получающегося делением (9) на t(t +1):
At2+(A–B+E)t–(G+K)=0
или – с учётом обозначений (12) – из уравнения
At2+(A–N+2E)t+M –2K=0.
Поэтому неголономная конгруэнция W34 имеет
уравнение
ω1=αω13+βω23,
где в силу (20) и (21)
а главный регулюс второго рода, являющийся пе
ресечением W12 и W34, определяется отношением
ω1:ω13:ω23=β:(–β):(α+1)
или
ω1:ω13:ω23=(2K–M):(M–2K):(2A+2E–N).        (30)
4. Достаточные геометрические 
условия голономности
Мы уже знаем, что совпадение центров первого
и второго рода эквивалентно обращению в нуль
инварианта N – одной из компонент тензора него
лономности {N,–L, M} (см. § 1). Другие результаты
такого типа сформулируем в виде лемм.
Лемма 1. Неголономная конгруэнция W второ
го рода с фокусами в двух инфлекционных центрах
r=A, r=A+e3 является неголономной конгруэнцией
W первого рода тогда и только тогда, когда L=–M.
Доказательство фактически приведено в конце
§ 2, где получено соотношение (28) из условий дан
ной леммы.
Лемма 2. Две различные неголономные кон
груэнции W, имеющие фокусом инфлекционный
центр A (начало репера), будут неголономными
конгруэнциями r=A первого и второго рода одно
временно только при L=M=0.
Доказательство. Все неголономные конгруэн
ции второго рода, имеющие фокусом инфлекцион
ный центр r=A, имеют уравнения
ω1=αkω13,    k=1,2,3.
Следовательно, для координат фокусов имеем
t1=0, t2=–αk. Вычислив при этих условиях отноше
ния (25), получим соотношения, аналогичные (27):
X13+X23=0, X12+X22=–Lαk2–Mαk,
X11+X21=Lαk+M,
где учтено, что αk – суть корни ур. (26). Таким об
разом, при k=1,2,3 имеем
Lαk+M=0.
Так как по крайней мере два из αk различны, то
L=M=0.
Лемма 3. Главный регулюс второго рода, являю
щийся пересечением неголономных конгруэнций
W второго рода W12 и W34 становится главным регу




Доказательство получается внесением (30) в
результат исключения λ из (29) с учётом проведён
ных фиксаций.
Следующие теоремы дают геометрические до
статочные условия голономности.
Теорема 1. Если две неголономные конгруэн
ции, имеющие общим фокусом инфлекционный
центр r=A, являются одновременно неголономны
ми конгруэнциями W первого и второго рода и аф
финные центры первого и второго рода совпадают,
то комплекс является голономным.
Доказательство. Лемма 2 даёт L=M=0, а совпа
дение аффинных центров и второго рода – N=0. В
итоге получается достаточное условие голономно
сти комплекса.
Теорема 2. Если неголономная конгруэнция с
фокусами в некратных инфлекционных центрах
r=A и r=A+e3 является неголономной конгруэнци
ей первого и второго рода одновременно, главный
регулюс второго рода, представляющий собой пе
ресечение неголономных конгруэнций W12 и W34,
есть главный регулюс первого рода и аффинные
центры совпадают, то комплекс – голономен.
Доказательство. При N=0 и L=M=0 (лемма 1)
условия (31) и (32) принимают вид 
M(A–B)=0,  M{A–B+2(G+K)}=0. (33)
Так как центр r=A не кратен, то в силу (14) име
ем G+K≠0. Следовательно, соотношения (33) сов
местны только при M=0. В итоге L=M=N=0, и
комплекс голономен.
Теорема 3. Если две неголономные конгруэнции с
общим фокусом в некратном инфлекционном цен
тре r=A являются неголономными конгруэнциями
W первого и второго рода одновременно, а главный
регулюс второго рода, являющийся пересечением
неголономных конгруэнций W12 и W34, есть главный
регулюс первого рода, то комплекс голономен.
Доказательство. В силу леммы 2 имеем L=M=0.
Внося эти условия в (31) и (32) леммы 3, получаем
NK=0. Если K=0, то из M=K–G получается G=0, и
инфлекционный центр r=A в силу (9) становится
кратным. Поэтому N=0 и L=M=N=0. Комплекс го
лономен.
2 2, ,A N E K M
A A
α β− + −= =
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Рассмотрение задачи проводится на стандарт
ном вероятностном пространстве (Ω,Ft,F=(Ft)t≥0,P)
[1, 2]. Через Pt=P|Ft обозначается сужение меры P
на Ft. На финансовом рынке обращаются рисковые
(акции) и безрисковые (банковский счет, государ
ственные облигации) активы, текущие цены кото
рых St и Bt в течение интервала времени t∈[0,T]
определяются уравнениями из [3, 4]
(1.1)
где Wt – стандартный винеровский процесс, σ>0,
r>0, S0>0, B0>0, решение которых имеет вид
(1.2)
Считаем, что текущее значение капитала инвесто
ра Xt определяется в виде [1, 2]
(1.3)
где πt=(βt,γt) пара Ft – измеримых процессов, соста
вляющая портфель ценных бумаг инвестора. За
обладание акцией происходят выплаты дивидендов
в соответствии с процессом Dt со скоростью δγtSt,
пропорциональной рисковой части капитала с ко
эффициентом δ, таким, что 0≤δ<r, т.е.
(1.4)
Тогда изменение капитала в задаче с дивидендами
происходит в виде
(1.5)
Из (1.3) следует, что
(1.6)
Тогда согласно (1.5), (1.6), Btdβt+Stdγt=dDt, что яв
ляется балансовым соотношением, заменяющим
условие самофинансируемости в стандартной зада
че [3]. Из (1.1), (1.3)–(1.5) следует, что капитал
определяется уравнением
(1.7)
Далее нам потребуется результат, связанный с
преобразованием мер вида
(1.8)
математические ожидания относительно которых
E и E* соответственно.
Теорема Гирсанова [1, 2]. Пусть Yt – диффузион
ный процесс, определяемый уравнением 
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Проводится исследование стоимости опциона, портфеля и капитала для европейского опциона купли с последействием при на
личии выплат по дивидендам в случае непрерывного времени.
